9.1 Barisan Tak Terhingga dan
9.2 Deret Tak Terhingga

(Memeriksa Kekonvergenan Suatu Barisan dan
Memeriksa Kekonvergenan Suatu Deret)

MA1201 MATEMATIKA 2A
Ifronika

February 2, 2023

MA1201 MATEMATIKA 2A Ifronika 9.1 Barisan Tak Terhingga dan 9.2 Deret Tak Terhingga (Memeriksa Kekonvergenan



9.1 Barisan Tak Terhingga

Definisi
Barisan (tak terhingga) adalah suatu fungsi yang daerah asalnya
adalah bilangan bulat positif dan daerah hasilnya adalah suatu him-

punan bilangan real.

Notasi
Q a,a,a;,...
Q {a,}3°, atau {a,}
Deskripsi barisan
@ Penulisan beberapa suku awal: 2,6, 10, 14,18, .. ;
© Rumus eksplisit: a, =4n —2, n > 1;

© Rumus rekursif: ay =2, a, = a,_1 +4,n > 2.
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Kekonvergenan Barisan

Definisi
Barisan {a, } disebut konvergen ke L dan ditulis dengan

lim a, =L
n—oo

jika untuk setiap bilangan positif ¢ terdapat bilangan bulat positif N
sedemikian hingga

n>N = |a, —L| <e.

Barisan yang tidak konvergen ke sebarang bilangan real L disebut
barisan yang divergen.

Contoh

1
Misalkan a, = —. Barisan {a, } konvergen dengan lim g, = 0.
n n—00
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Sifat Barisan Konvergen

Teorema
Misalkan {a, } dan {b,} adalah barisan yang konvergen dan k adalah
konstanta, maka

O Ipk=k

Q lim ka, =k lim a,;
n— 00 n—oo

@ lim (a, £b,) = lim a, £ lim b,;
n— 00 n—oo n—o0

Q lim (a,-b,) = lim a, - lim b,;
n— 00 n— 00 n— 00
lim a,
. an n— 00
Q@ lim — = — ;
n—oo b, lim b,
n— 00
L )

Contoh

Misalkan a,, =

-1
" untuk setiap bilangan asli n. Hitung lim a,.
2]1 + 7 n—oo
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Teorema Apit untuk barisan

Teorema

Misalkan {a,} dan {c, } adalah barisan yang konvergen ke L dan mis-
alkan terdapat bilangan asli K sedemikian hingga a, < b, < ¢, untuk
setiap n > K, maka barisan {b, } konvergen ke L.

Contoh

. sinn
Misalkan a,, =

untuk setiap bilangan asli n. Hitung lim a,.
n— o0

Teorema
Jika lim |a,| =0, maka lim a, = 0.
n— 00 n—o00

Contoh

Misalkan —1 < r < 1. Hitung lim .
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Teorema Kekonvergenan Monoton

Definisi
@ Barisan {a,} disebut monoton naik jika a, < a,; untuk setiap
bilangan asli n.
© Barisan {a, } disebut monoton turun jika a, > a,+; untuk setiap
bilangan asli n.

Teorema
@ Jika u adalah suatu batas atas untuk barisan monoton naik {a,},
maka barisan {a, } konvergen ke a dengan a < u.
@ Jika ¢ adalah suatu batas bawah untuk barisan monoton turun
{b,}, maka barisan {b,} konvergen ke b dengan b > /.

Contoh
2
Misalkan a,, = % Periksan kekonvergenan {a, } dengan menggunakan Teo-

rema Kekonvergenan Monoton.
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Latihan soal Subbab 9.1

. 1 . .
@ Misalkan a, = —- Hitung lim a,,.
n n— 00

4n -3 2n* -3 . .
e Misalkan a, = 527” dan bn = :mzim H]tung nli}l{.lo ay dan
lim b,.
n—oo

) cosn __. .
© Misalkan ¢, = ——. Hitung lim c,.
n n—o00

MA1201 MATEMATIKA 2A Ifronika 9.1 Barisan Tak Terhingga dan 9.2 Deret Tak Terhingga (Memeriksa Kekonvergenan



Deret Tak Terhingga

Bentuk penjumlahan
ayt+a+az+---

disebut sebagai Deret Tak Terhingga dan dituliskan dalam notasi

)
g a.
n=1
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Deret Tak Terhingga

Dari deret
o0
E Ay,
n=1

kita dapat menghitung jumlah parsialnya,
Si=a

S =a +a

S3 =a)+a+ as

N
Syn=a1+a+az3+---+ay= Y a

n=1
Sehingga kita peroleh barisan {S,} sebagai barisan jumlah parsial.
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Definisi. jika barisan {Sy} konvergen ke S, maka kita definisikan

N—o00

(o] N
Zlan:a1+a2+~~: lim Zlan:NlLH;oSN:S'

Sebaliknya jika {Sy} divergen maka ) a, divergen.

n=1
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Perhatikan contoh berikut

1. Tentukan jumlah parsialnya

Si=3
=1+
s=1+1+d

Sn=3+5+3+ -+

2. Tentukan formulasi dari {Sy}.
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2. Formulasi dari {Sy}.

Si=3

_ 1 1 _ 3 _ 1
SN B D DR R
S3=atitg=5=1-5

S=dd et =B o1 4

3. Tentukan Limitnya.
lim Sy = lim 1 — 55 =1.
N—oo N—oc0

Sehingga,
1 1 1 =1 . . 1
2Tate T T A T T e =
Latihan. Periksa kekonvergenan deret 3 ! !
. \¢ — .
& Zm M+3 2+l
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Deret Geometri

Zar”*l, dengana # Odan r # 1.

n=1

Perhatikan jumlah parsial berikut.

Sy=a+ar+ar’+ - +a’!
rSN:ar+ar2+r3+~~+arN,

dengan mengurangkan kedua persamaan di atas diperoleh,

SN—rSN:a—arN
Sy(1 —r)=a—ar™

a—ar
1—r

Sy =
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Deret Geometri

konvergen untuk |r| < 1 dan diver-

Sehingga hm Sy = lim = a-d
N—oo

gen untuk |r| 2 1.

Jadi deret geometri
—arV
Zar” = lim Sy = lim - ——, untuk |r| < 1,
N—)oo N—oc0 —r 1—
dan divergen untuk |r| > 1
)
=5

— 1
Contoh. Deret Zgni—l konvergen ke 1
n=1 3

dan 9.2 Deret Tak Terhingga (Memeriksa Kekonvergenan
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Uji Kedivergenan

oo
Jika deret _ a, konvergen, maka lim a, = 0 atau
n=1 n— 00

o0
Jika lim a, # 0 maka deret > a, divergen.
n— o0 n=1

oo
Catatan: Jika lim a, = 0 belum tentu )  a, konvergen.

n—o00 n=1

Contoh.
> 1

Deret 2211’:—1 merupakan deret divergen karena ’11Lr& il 2
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Deret Harmonik

oo
1
Deret E — merupakan deret harmonik.
n

n=1

i1—1+1+1+1+1+
Zm 23 45

1
Jadi, deret — merupakan deret divergen.
" p g

n=1
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Deret Kolaps (Berjatuhan)

1
Contoh. Tunjukan bahwa deret ———— konvergen.
! Z +1)(n+2) &
Jawab.
Jumlah parsial dari deret di atas,
N
1 1
Sy = -
N nz:; (n +1 n+ 2)
(11 n 1 1 T 1 1 . 1 1
“\2 3 3 4 N N+1 N+1 N+2
1 1
2 N+2
hi i = lim ! -5 =1
Sehingga, im_ Sy Jm g — g =3
Jadi deret Z m konvergen,

— i 1 1 1
dengan;m = Jim 5 -5z =2
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Teorema Kelinearan Deret

Jika > a, dan > b, konvergen dan jika ¢ € R, maka
n;} n:olo
1. >ca,=cd ay
n=1 n=1
2 (an£by) = > an+ > by
n=1 n=1 n=1

Contoh. Deret § (3@)"_1 + z(é)n_l)

n=1
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Teorema Kelinearan Deret

Jika Za,, divergen dan ¢ # 0, maka ann divergen.

n=1 n=1

Contoh. % merupakan deret harmonik dan divergen.
n=1

N N B
Sehingga deret ;S—H = ;g - juga deret divergen.
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9.3 Deret Positif

(Memeriksa Kekonvergenan Deret Positif dengan
Uji Jumlah Terbatas dan Uji Integral )
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Deret Positif (Uji Jumlah Terbatas)

o0
Deret > a, disebut deret positif jika a, > 0 untuk setiap n € N.

n=1

Teorema(Uji Jumlah Terbatas)

Deret Y a, konvergen jika dan hanya jika jumlah parsialnya
n=1

N
(Syv = Y a,) terbatas.
n=1
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Deret Positif(Uji Jumlah Terbatas)

1
Contoh. Tunjukan bahwa deret Z = konvergen.
n!

n=1

=1
Jawab. Jumlah parsial dari deret Z—',
n.

n=1

PRI B 1
v=lt gttty
1

11 1

Slts+ i+t +ow
1 1

1

11
Sl+-+5+2 o

2 4
—2.

\
=

Jadi Sy < 2. Karena jumlah parsial dari deret % terbatas, maka deret
n=1

1
>~ - konvergen.
n:
n=1
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Deret Positif (Uji Integral)

Misalkan f fungsi yang kontinu, tak negatif, dan tak naik pada
[1,00) dan a,, = f(n) untuk setiap n € N, maka deret

o0
g a, konvergen,

n=1

jika dan hanya jika integral tak wajar

/ f(x) dx konvergen.
1

n=1

< 71
Contoh. Deret Z—z konvergen, karena integral tak wajar / — konvergen.
n X
1
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Deret Positif (Uji Integral)

(o)
1
Dengan menggunakan uji integral diperoleh dapat diperiksa bahwa deret Z pr

n=1

konvergen untuk p > 1.
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Periksa kekonvergenan deret berikut.

=3 > Inn
1. sz' 7. —.

n=1 n=2
o0 [ee)
3 1

2 — 8. =y ——
nz::l\/ﬁ ;\/ﬁ\/n—l—l
o 2n+3 2n+1) e

* ;4;12—1‘ 5\ )
< n=l 4 S

3 Z 4n—1 n=13n
n=1
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9.4 Deret Positif

(Memeriksa Kekonvergenan Deret Positif dengan
Uji Perbandingan dan Uji Rasio)
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Deret Positif (Uji Perbandingan)

=

~

Teorema A. Misalkan 0 < a,, < b, untuk setiap n > N.

1. Jika deret > b, konvergen, maka deret > a, konvergen.

n_l n_l
2. Jika deret Zan divergen, maka deret Zb divergen.
n=1 n=1
1

Contoh. Periksa kekonvergenan Z

n=1

Jawab. Perhatikan bahwa

1 1
m < ni?’ untuknz 1.

1
Karena Z konvergen, maka Z T konvergen

n=1
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9.4 Deret Positif (Uji Perbandingan Limit)

Teorema B. Misalkan a, > 0, b, > 0 dan

o0 o0
1. Jika0 < L < oo, maka deret a, dan deret ) b, sama-sama
n=1 n=1
konvergen atau divergen.

2. Jika L = 0 dan deret >_ b, konvergen, maka > a, konvergen.

n=1 n=1

3. Jika L = oo dan deret ) b, divergen, maka »_ a, divergen.

n=1 n=1
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Deret Positif (Uji Perbandingan Limit)

Contoh. Periksa kekonvergenan deret E T
n
n=1

Jawab. Dengan menggunakan uji perbandingan limit,

. 1 . 1 -1
Misalkan a, = Ton dan pilih b, = - dengan Z; divergen.

n=1
a 1
L= lim * = lim " = lim =1.
n—o00 by, n—o0o . n—oo 1 +n
1 =1
karena L = 1 > 0 dan — divergen, maka — divergen.
;n iverg ;1+n iverg
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Deret Positif (Uji Rasio)

Teorema C. Misalkan ) a, adalah deret positif dan

n=1

. an+1
lim —*

n—oo  a,

1. Jika p < 1, maka deret Y a, konvergen.

n=1

2. Jika p > 1, maka deret »  a, divergen.
n=1
3. lJika p = 1, maka uji ini tidak dapat memberikan kesimpulan.

MA1201 MATEMATIKA 2A Ifronika 9.4 Deret Positif (Memeriksa Kekonvergenan Deret Positif dengan Uji Perbandingan ¢



Deret Positif (Uji Rasio)

oo 3’1
Contoh. Periksa kekonvergenan deret Z—l
n!

n=1

Jawab. Dengan menggunakan uji rasio,

gt _ g 3Tk DY
n—oo n—o00 3”/}1' n—oon+ 1

o0
3}1
Karena p = 0 < 1, maka deret E 5 konvergen.
n!

n=1
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Periksa kekonvergenan deret-deret berikut.

By 5.3
’ ”712n2—1. ' niln!'
hll’l X zn
2. 5
Z o Y
n=1
= 3n+2
30y 1 1 1
3 2 _ [ R T
—mtnt—1 12t t3a "
Inn 2 3 4
4, =, ..
;”2 Sl mtatet:
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