Deret
(Ifronika)

1. Kekonvergenan Barisan dan Deret

Barisan bilangan kompleks {z,} = 21, 29, 23, . . ., dikatakan konvergen ke z apabila
lim z, = 2.
n—oo

Bentuk limit di atas artinya untuk setiap € > 0 terdapat bilangan asli ny sehingga

jika n > ng berlaku |z, — 2| <e.
Apabila barisan {z,} memiliki limit, maka nilainya tunggal, dan apabila barisan {z,} tidak
memiliki limit, maka dikatakan barisan tersebut divergen.

Contoh. Buktikan bahwa lim 1+ — — 1.

n—oo n

1

Jawab. Ambil ¢ > 0 sembarang, pilih ng € N, dengan ng > —, sehingga jika n > ng
€

berlaku

) i 1
|zn—1|:‘1+——1’: —|=—<e
n n n
Jadi, lim 1+ — = 1.
n—00 n
Teorema 1. Misalkan z, = x, + iy,, untukn =1,2,---  dan z = x + 1y.
lim z, = 2
n— o0

Jika dan hanya jika

lim x, =« dan lim y, =y.
n— 00 n—oo

Bukti 1. Misalkan lim x, = x dan lim y, = y. Ambil € > 0 sembarang, pilih ni,ne € N
n—oo

n—oo

sehingga
€
Jika n > ny berlaku |z, — x| < 3
dan .
Jika n > ny berlaku |y, —y| < 7

Pilih ng = maks {ny,ns}, sehingga jika n > ngy berlaku

|Zn_Z| = |(xn+2yn)_(w+ly)|
= [(zn — 2) + i(yn — y)|
< zn — 2|+ [yn — |
€ €
<§+§:E.

Selanjutnya, misalkan lim z, = z. Ambil € > 0 sembarang dan pilih ng € N sehingga
n—oo

jika n > mng berlaku |z, —z| <e.



Perhatikan bahwa untuk n > ng berlaku
|2 — 2 < (2 — ) + 1(yn — y)| = [(z0 +iyn) — (z —iy)| = |2, — 2] <e.
dan
yn =yl < (@0 — ) +i(Ya — )| = [(@a +iyn) — (@ —iy)| = [20 — 2] <€
Jadi, lim z, =z dan lim y, =y.
n—oo n—oo

Teorema sebelumnya juga dapat ditulis sebagai

lim (z, + iy,) = lim z, + ¢ lim y,.
n—00 n—00 n—00
jika dan hanya jika

lim z, =2 dan lim y, =y.
n— o0 n—o0

(=n"

Contoh. Buktikan bahwa barisan z, = —1 + 1 5
n

konvergen ke —1.

Jawab.

—1)" —1)"

lim —1—1—2'u = lim (—1) 4+ lim (=1

n—00 n2 n—00 n—oco N2
— 1440

=1

Tetapi, apabila menghitung limit dengan menggunakan koordinat polar perlu hati-hati.

(=n"

n2

Contoh. Pandang barisan sebelumnya, yakni z, = —1 + ¢ . Untuk n = 1,2,3,---,

dalam koordinat polar

rn = |2z,| dan ©, = Argz, dengan — 7w <O, <.

. ) / 1
lim 7, = lim /1 + — =1,
n—oo n—00 n

lim ©,, =7 dan lim ©,,_; = —,
n—oo n—oo

Perhatikan bahwa

tetapi untuk n =1,2,3,-- -,

sehingga lim O, tidak ada. Jadi kita tidak dapat menyimpulkan limit barisan z, dengan
n—oo

menggunakan koordinat polar.

(="

Contoh. Misalkan z, =1+1 R
n

Untuk n =1,2,3,--- , dalam koordinat polar

rn =|2z,| dan ©, = Argz, dengan — 7w <O, <.

. ) / 1
lim 7, = lim /1 + — =1,
n—oo n—00 n

lim ©, =0.

n—o0

Perhatikan bahwa

dan untuk n=1,2,3,-- -,



Akibatnya,

lim z, = lim r,e"©"
n—o0 n—o0
= lim r, lim €®©»
n— oo n—oo
=1
Kekonvergenan Deret
Deret tak hingga bilangan kompleks
Zzn:zl+22+-~~—|—zn+~-
n=1

konvergen ke S atau A}im Sy = S. apabila barisan jumlah parsial
—00

N
SNZZZ1+Z2+"'+ZN

n=1

konvergen ke S dan dinotasikan dengan

Apabila barisan jumlah parsialnya divergen, maka deret divergen.

o0
D =

n=1

Jika dan hanya jika

iwn =X dan f:yn =Y.
n=1 n=1

Teorema 2. Misalkan z, = x, + ty,, untukn =1,2,---  dan S = X +1Y.

Bukti 2. Misalkan

ixn =X dan iyn =Y.
n=1 n=1

N N
dan misalkan Xy = > x, dan Yy = > yn, maka

n=1 n=1
N N N N
ZZ" Z (Ty +iyn) = an+i2yn = X, +1Y,,.
n=1 n=1 n=1 n=1
Akibatnya
1\}1m Sy = hm X, +1 hm Yy=X+1Y = 5.
—00
Jads,



Selanjutnya misalkan

Saes
n=1
Tulis N
Sy =) 2 =X, +iY,
n=1
dengan

N N
Xy =Y x, dan Yy =Y yn.
n=1 n=1

Dari sifat kekonvergenan barisan, J\}im Sy =5 =X +1Y jika dan hanya jika Nlim Xy=X
—00 —00

dan lim Yy =Y.
N—o0

Teorema di atas juga mengatakan bahwa

00 0o ) 0o
n=1 n=1

n=1 n=1

Akibat 1. Jika deret bilangan kompleks > z, konvergen, maka lim z, = 0.

n=1 n—o0

Bukti 3. Misalkan z, = ©, +iy,. Karena )_ z, konvergen, maka Y x,, dan vy, konvergen.

n=1 n=1 n=1
Akibatnya,

lim z, = lim =z, +¢ lim y, = 0+1:0 = 0.
n—oo n—oo n—oo

Akibat di atas juga mengatakan bahwa jika deret )z, konvergen, maka suku-suku pada
n=1
deret tersebut terbatas, yakni terdapat M > 0 sehingga |z,| < M untuk semua n € N.

Teorema 3. Deret
(o] o0

Zzn - Z(xn + Zyn)
n=1 n=1

dikatakan konvergen mutlak apabila deret bilangan real

(e.e] o
Z|zn| = Z\/ Ty +Yn
n=1 n=1

konvergen.

Akibat 2. Jika deret -
>
n=1

kovergen mutlak, maka deret tersebut konvergen.




Bukti 4. Misalkan z, = x,, + 1y,. Perhatikan bahwa

|z, < Va2 +y2 dan |y.| < Va2 + 2.

Karena Z\/x% + y2 konvergen, maka berdasarkan uji banding biasa pada deret bilangan real,
n=1
deret-deret

> laal dan Yyl
n=1 n=1

konvergen, sehingga diperoleh deret-deret
oo o0
an dan Zyn,
n=1 n=1

konvergen. Akibatnya deret ZZ" konvergen.

n=1
00 N
Selanjutnya, misalkan »_ z, = S dengan jumlah parsial Sy = Zp. Suku sisa py didefin-
n=1 n=1
isikan sebagai
pny =S — Sn.
Akibatnya S = Sy + pn-
Lema 1. Suatu deret Y z, konvergen jika dan hanya jika barisan suku sisanya kon-
n=1

vergen ke 0.

o) N
Bukti 5. Misalkan »_ z, = S dan py = S— Sy dengan Sy = > z,. Ambil € > 0 sembarang.
n=1

n=1
Karena

i v =8
maka terdapat K € N sehingga jika N > K berlaku
|Ebv-—A9|<< €.

Akibatnya, jika N > K berlaku

|pN'—-0|=:|5'—-5fﬂ < €.
Jadi, lim py = 0.

N—o00

Deret Pangkat
Deret pangkat memiliki bentuk

(o)
Zan(z—zo)":a0+a1(z—zo)+a2(z—zo)2+---+an(z—zo)"+--- :

n=0

dimana zy dan koefisien a, adalah konstanta-konstanta kompleks, dan z adalah titik yang
berada di suatu region yang memuat z.



Contoh. Dengan melihat suku sisanya, akan ditunjukan jika |z| < 1, maka deret

oo . 1
ZZ T 12

n=0
Jawab. Misalkan
N-1
Sn(z) = =1tz +22 4
n=0
1 _ n
Karena Sy(z) — zSy(z) = 1 — 2V, diperoleh Sy(z) = . : , untuk z # 1. Jika limit
—z
deret 1
S pu—
()=
maka suku sisa
N
pn = S(z) — Sn(z) = . untuk z # 1.
Diperoleh
fim o ()] = Jim 1
Nosoo IPNVZ _Nl—Igo\l—z’

yang akan bernilai 0 apabila |z| < 1 dan divergen apabila |z| > 1. Untuk z = 1 deret )_ 2"
n=0
divergen. Jadi

= 1
;z T 1z

untuk |z| < 1 dan divergen untuk |z| > 1.

Deret Taylor

Teorema 4. Misalkan D(zy, Ry) = {z € C: |z — 2| < Ro} adalah cakram buka yang
berpusat di zg € C dan jari-jari Ry. Jika fungsi f analitik di D, maka f(z) dapat
direpresentasikan sebagai deret pangkat

f(z) = ian(z —20)" untuk z € D,

n=0

dimana
f(n) ( Zo)

n!

Ap = ) n:07172>"'

dengan
fO(z) = f(z0) dan 0! =1.

Deret pangkat di atas, dapat dituliskan sebagai

/ 1
f(2) :f(ZO>+@(2-20)-#%(2-2’0)24—”' untuk z € D.
Deret ini disebut sebagai Deret Taylor dari f(z) di titik zo. Apabila zy = 0, deret ini disebut
deret Maclaurin.



Contoh. Tentukan uraian deret Maclaurin dari fungsi f(z) = €.

Jawab. Perhatikan bahwa fungsi f(z) = e* merupakan fungsi entire, sehingga f dapat
direpresentasikan oleh deret Maclaurin. Untuk setiap n € NU {0} berlaku f(z) = e* dan
f™(0) = € = 1, sehingga diperoleh

3 o0 n 2 2’3
untuk |z] < oo.
Contoh. Akan dibuktikan
! :iznzl—kz—f-zz—k--- untuk |z| <1 (1)
1—2 —

dengan menggunakan Teorema Taylor.

1
Jawab. Perhatikan bahwa fungsi f(z) = 1T memiliki satu titik singular, yaitu z = 1.
-z

Jarak dari zy = 0 ke z = 1 adalah 1, sehingga f analitik pada cakram buka |z| < 1. Turunan-
turunan dari f adalah

n!
(1 — z)ntt

fM(z) = untuk n=1,2,3,---,

sehingga f((0) = n!. Akibatnya diperoleh deret Maclaurin dari f adalah

! —S0) N
1—225 - z:gz untuk |z]| < 1.
n=0 n=0
: : : : 1
Contoh. Tentukan uraian deret Maclaurin dari fungsi f(z) = 2
z

Jawab. Perhatikan bahwa, apabila deret pada persamaan (1) kita substitusikan z dengan
—z diperoleh

= Z(—l)”z” untuk | —z| <1< |z| < 1.

n=0

I
1+z 1—(—2)

1
Contoh. Tentukan uraian deret Taylor dari fungsi f(z) = 1> di zp = 1.
-z

Jawab. Perhatikan bahwa jarak titik zy = i dengan titik singular z = 1 adalah |1 —i| = /2,
sehingga f analitik pada |z — i| < v/2. Untuk mendapatkan deret Taylor dari fungsi f di

20 =1, tulis f sebagai
1 1 A 1
l—z (1—i)—(z2—i) \1—-i/\1-

sehingga apabila |z — i| < v/2 berlaku

zZ—1
1—14

B |z — i B |z — i

=i V2

< 1.




Diperoleh
1 oo . n
— = Z(i Z) untuk |z — i < v/2.
—1

Akibatnya diperoleh deret Taylor
- 1

L 1i(z‘?)n:;—u_iwu_i)"

untuk |z — i < v/2.

1—1

1—2z 1—i
n=0

Contoh. Tentukan uraian deret Maclaurin dari fungsi f(z) = sinz dengan menggunakan

deret Maclaurin dari fungsi e
Jawab. Perhatikan bahawa untuk setiap z € C berlaku

sinz = — (e —e ) =
|
21 21 —~n —~
1 o
=—>% (1-(-1)")—— untuk |z] < o0
214
Karena
| (—1) = 0, n genrix.p
2, n ganjil,
sehingga untuk setiap z € C
. N (_1)71 2n+1
sin z = Z—z
|
“—(2n + 1)!
Contoh. Karena sinh z = —isin(iz), sehingga diperoleh deret Maclaurin dari sinh z
- _Z(_l)n (2)71 2n+1'

: — (=" 2
h - _ n+1 __ N )
sinh z ZZ(Zn—i— ),( z) ;%(2?1_'_1)!2
o 1)n 2 o 0 ZQn—i—l
n P m—— tuk <
' 20(2n+1!) untuk |2] < o0

g 2n—|—1)

6—2
dengan menggunakan deret

Contoh. Tentukan uraian deret Maclaurin dari fungsi

Maclaurin dari e?.

Jawab. Perhatikan bahwa -
=32
n!
n=0
sehingga
e? I a(—2)" L 22
2 :ﬁz ! :Z(_l) n!
n=0 n=0
B 1 1 1 z 22
22z 20 34l

untuk 0 < |z] < oo.



Deret Laurent

Teorema 5 (Teorema Laurent). Misalkan domain D adalah anulus yang berpusat
di zo, D ={2€ C: Ry <|z— 2| < Ry}, dan C adalah kontur tutup sederhana di D
yang mengelilingi zy dengan orientasi positif. Jika f analitik di D, maka untuk setiap
z € D, f(z) dapat direpresentasikan sebagai deret

00 ce b
2) = an,(z — 20)" + — 2

f(2) Z (2 = 2) ;@_%)n (2)
dengan

1

i [ LD g ik n=0,1,2,

210 Jo (2 — zp)"H

dan

bnzi/(&dz untuk n=1,2,---
c

27i z— z9)" "t

Apabila indeks n pada deret kedua di atas diganti dengan —n maka diperoleh

dimana

bn:L/Ldz untuk n=-1,-2,---,
c

210 Jo (2 — zo)"t!
sehingga
[e.e]
Z b_n(z — 20) ”+Zan (z —20)" untuk ze€ D
n=0

n=—oo

Apabila dituliskan

b, jikan< -1
Cp = ..
Qn, jikan > 0,

maka
f(z) = Z cn(z — 29)" untuk z € D,

dengan
1
:—,/(f(—z)ldz untuk n € Z
c

2mi z — zo)"t

Perhatikan bahwa fungsi f pada Teorema Laurent analitik di cakram buka |z — 29| < R,
maka f(2)(z — 2)"" ! juga analitik di |z — 2| < Ry untuk n = 1,2,3--- . Akibatnya untuk
n=1,2,3,--- berlaku

L[ e
b, = — = — = 0.
2 Jo (2 — z0) "L ”*1 " 2mi / @)z = z0)"

Dengan menggunakan rumus integral Cauchy yang diperluas, diperoleh

1 f2) (=)
i) ,

2mi z — zp)"t! n!

untuk n=20,1,2,---,

n —



sehingga deret pada persamaan (2) menjadi deret Taylor.

1
Contoh. Tentukan deret Laurent dari fungsi f(z) = . untuk |z| > 1.
-z

Jawab. Perhatikan bahwa

1
1—2

1
Akibatnya, jika |z| > 1 maka ﬂ < 1, sehingga
2z

Contoh. Tentukan deret Laurent dari fungsi f(z) = e'/* untuk 0 < |2| < oo,

Jawab. Perhatikan bahwa

2 3

21 3l

—Zz":1+z+22+~- untuk |z| < 1.
n=0

ezzzz—':1+z+z—+z——|—~--, untuk |z| < oc.
“—n!

Akibatnya untuk 0 < |z| < oo diperoleh

Perhatikan bahwa dari contoh di atas diperoleh

lzblzL :z_”lzi/el/zdz

/ V% dy = 2.
C

Contoh. Tentukan uraian deret Laurent dari fungsi f(z) =

sehingga didapat

1 < |z| < 2dan |z] > 2.
Jawab. (a) Untuk |z| < 1.

Tulis

I 1
2—-324+2 (2-1)(z-2)

22 _

1
3z

+2

pada |z| < 1,



sehingga diperoleh titik-titik singular dari f adalah z = 1 dan z = 2. Akibatnya, fungsi f
akan analitik pada D = {z € C: |z| < 1}. Selanjutnya untuk |z| < 1 diperoleh

dan

1 1
z—2 z-1

1 o n [o¢] .
—50) %
n=0 n=0
= 1
- Z(l - 2n+1>’zn‘

n=0

1
(b) Untuk 1 < |z| < 2. Perhatikan bahwa fungsi ; tidak analitik pada |z| > 1. Karena

1
< 1, sehingga apablla

1
1 <|z| < 2 maka —

< 1 diperoleh

NIPA
(i L
7N
W |
\_/

1
Fungsi 5 analitik pada 1 < |z| < 2 sehingga
z

1 1 1/ 1 I/ 2\" 22"
z—2__2—z__§<1— >__§Z<§> __Z2n+1‘

n=0

Jadi, diperoleh deret Laurent dari f yakni,

1 1

f<z):z—2_z—1

o0
z" 1
- _Z2n+1 - o+l
n=0 n=0




1
(c) Untuk |z| > 2 diperoleh — < 1, sehingga

2]
/1 1
z2—1 \z 1— %
B 15":(1)"
Tz z
n=0
o Zszrl'
n=0
dan
/1 1
2—2 \z 11— %
B 1%(2)"
oz z
n=0
- Zzn—l—l
n=0
Jadi, diperoleh deret Laurent dari f yakni,
1 1
f(z) = -2 z-—1
= o2
n:OZ i nzOz "
o . 1
- Z“ F )Zn+1'
n=0
1
Contoh. Fungsi f(z) = ( 2 sudah berbentuk deret Laurent di zg = ¢, yakni
Z —_—
! f: (z—i)" untuk 0< |z —i| <
= cn(z —1)" untu z — 1| < o0,
A —

dengan ¢_5 = 1 dan ¢, = 0 untuk n # 2. Dari rumus ¢, diperoleh

1 1 — )2 1 1
PR BV Gk ) N S S
211 Jo (z —@)ntt 270 Jo (2 —i)nt3

untuk n € Z, dimana C' adalah kontur tutup sederhana yang mengelilingi z; = ¢ dengan
orientasi positif. Akibatnya didapat

/ 1 ds — 0 jika n # 2
o (z—i)nt3 2 jikan = 2.



